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2积分与微分形式的麦克斯韦方程组
积分形式 微分形式

积分形式的麦氏方程反映场在局部区域的平均性质，而微分形式的麦氏方
程反映场在空间每一点的性质。显然，当所考虑局部区域→0，积分形式
麦氏方程就变为微分形式麦氏方程，微分形式麦氏方程是积分形式麦氏方
程当局部区域→0时的极限。

怎么从积分形式麦氏方程得出微分形式麦氏方程？
∇是什么？ ∇·是什么？ ∇×是什么？
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3标量、矢量与场
标量：只有大小，没有方向，这种物理量称为标量，如温度T、电荷密度ρ。
矢量（向量）：要用大小及方向同时表示的物理量称为矢量。如速度V、电
场强度E。

场：如果在空间域Ω上，每一点都存在一确定的物理量A，我们就说：场域Ω
上存在由场量A构成的场。
如果A是标量，我们就说场域Ω上存在一标量场；同理如果A是矢量，则说明
场域Ω上存在一矢量场。

场是物质存在的一种形态，但有别于实物粒子。在空间同一点上同时允许存
在多种场，或者一种场的多种模式。这与实物粒子的不可入性和排他性有天
壤之别。



4矢量A
矢量A在空间可用一有向线段表示

自由矢量：两矢量的模和方向都相
同时就可以认为此两矢量是彼此相
等的一类矢量。
对于自由矢量常常把矢量的起点平
移到坐标原点，以使分析简化。

A

|A|

a0

矢量A的有向线段表示

0=A A a

z

矢量A在直角坐标系中表示

y
x

Ax

AAz

AyO

模 方向

0 0 0

ˆ ˆ ˆ
x y z

x y z

A A A
A A A
= + +

= + +

A x y z
x y z

圆柱坐标系 球坐标系



5矢径r
场量的空间位置在确定的坐标系中用
矢径r表示，如电荷密度ρ、电场强度E，
可表示为

在直角坐标系中，表示场量空间位置
的矢径r可表示为

x0、y0、z0分别为坐标轴x、y、z增加方向的单位矢量,彼此正交,故具有性质

以及

矢径r的模为

0 0 0x y z= + +r x y z

( ) ( ), ,    ,t tρ r E r

0 0 0 0 0 0 1⋅ = ⋅ = ⋅ =x x y y z z
0 0 0 0 0 0 0⋅ = ⋅ = ⋅ =x y y z z x

0 0 0 0 0 0 0 0 0,    ,    × = × = × =x y z y z x z x y

2 2 2x y z= + +r

z

x

P

r

O
y

场点的表示

右手规则



6场矢量
在直角坐标系中，场矢量A可表示成

或

为了书写方便，有时略去r，简记为

式中， Ax、Ay、Az为矢量A在x、y、z轴上的投影，它们都是空间

位置r的函数。

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0x y zA A A= + +A r r x r y r z

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0, , , , , , , ,x y zx y z A x y z A x y z A x y z= + +A x y z

0 0 0x y zA A A= + +A x y z

z

矢量A在直角坐标系中表示

y

x
Ax

A
Az

AyO



7矢量运算法则（1）：加法和减法

矢量A和B通过加法运算定义一个新的矢量C

矢量加法按平行四边形法则进行

矢量A和B的减法运算A–B定义为A + (–B)，即

BA

A-B

y

z

x

z

x

O

B
A

A+B
A-B

-B O

= +C A B

( )= − = + −D A Β A B



8矢量运算法则（2）：标积与矢积
两矢量A、B的标积（点积）为一标量
C，其定义是

θ是矢量A、B间夹角


两矢量A、B的矢积（叉积）为一新的
矢量D＝A×B，

 模为

 而D的方向由单位矢量n0表示，n0与A、B构成右手螺旋关系。
θ定义为从矢量A到B的夹角。



cosC θ= ⋅ =A B A B

sinθ= × =D A B A B

⋅ = ⋅A B B A

× = − ×A B B A

B

A

y

z

x

n0

θ

o

B
A

y

z

x

θ
o

0× =A A

 A·B=0表示A和B相互垂直



9A·B与A×B计算

设矢量 A 和 B 可表示成 

 0 0 0x y zA A A= + +A x y z  

 0 0 0x y zB B B= + +B x y z  

矢量 A 与 B 在直角坐标系中的标积、矢积为 

 

( ) ( )0 0 0 0 0 0x y z x y z

x x y y z z

A A A B B B

A B A B A B

⋅ = + + ⋅ + +

= + +

A B x y z x y z
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( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

x y z x y z

y z z y z x x z x y y x

x y z

x y z

A A A B B B

A B A B A B A B A B A B

A A A
B B B

× = + + × + +

= − + − + −

=

A B x y z x y z

x y z

x y z   

*如果三个矢量满足(a×b).c=0，则a，b，c共面


设矢量A和B可表示成





[image: image1.wmf]000


xyz


AAA


=++


Axyz







[image: image2.wmf]000


xyz


BBB


=++


Bxyz




矢量A与B在直角坐标系中的标积、矢积为
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10哈密尔顿算符∇

算符

 ∇是一个矢量。

 ∇与一般的矢量不同，它有微分运算功能。

0 0 0x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

x y z



11∇的运算

∇作用于一矢量场A(x, y, z) ，如果是点乘运算得到一标量场

∇作用于一矢量场，如果是叉积运算，得到一个新的矢量场

( )0 0 0 0 0 0
yx z

x y z

AA AA A A
x y z x y z

∂  ∂ ∂∂ ∂ ∂
∇ ⋅ = + + ⋅ + + = + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

A x y z x y z

0 0 0

0 0 0
y yx xz z

x y z

A AA AA A
x y z y z z x x y

A A A

∂ ∂   ∂ ∂∂ ∂∂ ∂ ∂  ∇× = = − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

x y z

A x y z

0 0 0 0 0 0x y z x y z
Φ Φ ΦΦ Φ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + + = + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

x y z x y z

∇作用于一标量场Φ(x, y, z)可得到一个矢量



12∇的运算

2 2 2
2

0 0 0 0 0 0 2 2 2x y z x y z x y z
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∇ = ∇⋅∇ = + + ⋅ + + = + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
x y z x y z

拉普拉斯算符

( )
2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2x y z x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ
∇ Φ =∇⋅ ∇Φ = + + Φ = + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

标量算符



13

 梯度
 散度
 旋度
 亥姆霍兹定理



14

等值面：标量场Φ中数值相同的

点构成的曲面。

方向导数：场在指定方向变化率

称为场在该方向的方向导数。是

的扩展

当dr→0时的极限就是dr方向的方向导数。

梯度：梯度是一个矢量，记为gradΦ。其方向为Φ变化最陡的方
向，即最大方向导数的方向，大小为Φ变化最大方向的变化率，
即最大方向导数。

d dc r

梯度grad Φ = ∇Φ

( )df x
dx



15梯度grad Φ = ∇Φ
设

当|dr|很小时，根据微分

按照算符∇的定义

( ) ( )d d d dx y z
x y z
Φ Φ ΦΦ Φ Φ ∂ ∂ ∂

= + − = + +
∂ ∂ ∂

r dr r

0 0 0d dx dy dz= + +r x y z

0 0 0x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

x y z

0 0 0 0 0 0x y z x y z
Φ Φ ΦΦ Φ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + + = + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

x y z x y z

( ) ( )d d dΦ Φ Φ Φ= + − = ∇ ⋅r r r r

( )0 0 0 0 0 0d d d d

d d d

x y z
x y z

x y z
x y z

Φ Φ ΦΦ

Φ Φ Φ

 ∂ ∂ ∂
∇ ⋅ = + + ⋅ + + ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

r x y z x y z

所以

( ) ( )df x f x dx′=

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
, ,

f x y z f x y z f x y z
df x y z dx dy

x y z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

扩展到三维空间



16梯度grad Φ = ∇Φ

(1)∇Φ (r)是一个矢量。
(2)∇Φ (r)的方向即等位面在r点的法线方向。
因为，如果dr与等位面Φ(r)=c相切

所以∇Φ的方向就是等位面的法线方向。
(3)证明∇Φ方向为Φ变化最陡的方向，大小为Φ变化最大方向的变化率，

设∇Φ与dr的夹角为θ，则

对于给定的r（此时▽Φ给定），同时保持|dr|不变。当dr与▽Φ同向时，dΦ

取最大值。所以：▽Φ的方向就是r处 取最大值的方向（ Φ变化最陡

的方向）；∇Φ(r)的大小为Φ (r)在r处、相同|dr|下的最大变化率。

0 0 0x y z
Φ Φ ΦΦ ∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

x y z

d 0 d 0Φ Φ= ⇒∇ ⋅ =r

d d d cosΦ Φ Φ θ= ∇ ⋅ = ∇r r

d dΦ r



17梯度∇Φ充分描述了标量场Φ在空间变化的特征

标量场空间任一点（x, y, z）沿不同方向的变化率（即方向导数）
是不一样的。
最大变化率（即最大方向导数）的方向就是梯度∇Φ的方向，最
大变化率（即最大方向导数）就是梯度∇Φ的大小。
梯度∇Φ在任一方向r0 的投影（∇Φ·r0）就是该方向的变化率
（即该方向的方向导数）。

因此梯度∇Φ是描述标量场Φ随空间变化特性，经过梯度运算，
可由一个标量场得到一个矢量场。

0 0d d d d drrΦ Φ Φ Φ Φ=∇ ⋅ = ∇ ⋅ ⇒ =∇ ⋅r r r



18矢量场通量
矢量场A沿有向曲面S的曲面积分
称为矢量场A向正侧穿过曲面S的通量。

所以

 
d

S
ψ = ⋅∫ A S

0 0 0d d d dx y zS S S= + +S x y z

000 zyxA zyx AAA ++=

( ) ( )0 0 0 0 0 0  

 

d d d d

d d d

x y z x y zS S

x x y y z zS

A A A S S S

A S A S A S

ψ = ⋅ = + + ⋅ + +

= + +

∫ ∫
∫

A S x y z x y z

n0为dS的单位矢量，即曲面的法向



19散度div A

称为矢量场A向正侧穿过曲面S的通量
如果S是一个闭曲面，并取其外侧为正侧，则

表示A从闭曲面流出的通量。
对于流体而言，当通量为正时，表示有净流量流出，说明存在着流体的源。当
通量为负时，表示有净的流量流入，说明存在着流体的负源。当通量为零时，
表示流入与流出的流量相等，说明体积内正负源的总和为零。

定义通量的体密度称为矢量场A的散度，记为div A

所以div A是一个标量。

 
d

S
ψ = ⋅∫ A S

d
S

⋅∫ A S


0

d
div lim S

V V∆ ∆→

⋅
= ∫ A S

A 

A



20散度div A

∆V 为一立方体，边长为dx、dy、dz，
通量计算可在立方体的六个侧面上进行。
在x = x0与x0 + dx两个侧面，Ay、Az分量
对积分没有贡献，只要考虑Ax分量

dy、dz很小，在dydz小面积内，Ax为常数

0

d
div lim S

V V∆ ∆→

⋅
= ∫ A S

A 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

0 0

0 0

0 0

 d

0 0 0 0 0 0 0 0  d

 d

d

d d d d

d d d d

S x x S x x x

x y z x y zS x x S x x x

x xS x x S x x x

A A A y z A A A y z

A y z A y z

∆

∆ ∆

∆ ∆

= + = +

= = +

= = +

⋅

= + + ⋅ − + + + ⋅

= − +

∫
∫ ∫
∫ ∫

A S

x y z x x y z x

( ) ( ) ( )
0 00 0 0 0

0

d d d

0 0 d 0

d d d
lim lim lim

d d d d
x x x xx x x x xS x x S x x x x x x x x x

V V x
x x

A A y z A A A
V x y z x x

∆

∆ ∆∆
= + == + = + = + =

→ → →
=

⋅ − − ∂
= = =

∂

∫ A S

( )
0 0

x xx x dx x x
A A dydz

= + =
= −



21散度div A

在y = y0与y0 + dy两个侧面，Ax、Az两个
分量对积分没有贡献，只要考虑Ay分量

在z = z0与z0 + dz两个侧面，Ax、Ay分量

对积分没有贡献，只要考虑Az分量

所以在（x0, y0, z0）点

因为 所以

( ) ( )0 0

0

 d

0

d
lim S y y S y y y y

V
y y

A
V y

∆

∆ ∆
= + = +

→
=

⋅ ∂
=
∂

∫ A S

( ) ( )0 0

0

 d

0

d
lim S z z S z z z z
V

z z

A
V z

∆

∆ ∆
= + = +

→
=

⋅ ∂
=
∂

∫ A S

0

d
div lim yS x z

V

AA A
V x y z∆ ∆→

⋅ ∂∂ ∂
= = + +

∂ ∂ ∂
∫ A S

A 

yx z
AA A

x y z
∂∂ ∂

∇ ⋅ = + +
∂ ∂ ∂

A div = ∇⋅A A



22散度定理
对于由N个体积元ΔV构成的体积V，
根据散度定义

当 ，
上式求和变成积分。因为除了包围体积V的闭
曲面S外，所有相邻体积元交界面上
相互抵消，这样我们就得到

这就是著名的散度定理。它表示矢量A沿闭曲面的面积分 （或矢量场
A流出闭合曲面S的通量）等于矢量A的散度 的体积分，积分域V为S包
围的体积。

( ) ( )d
S

N N
V

∆
∆⋅ = ∇ ⋅∑ ∑∫ A S A



,   dN V V∆→∞ →

d
S∆

⋅∫ A S


( )
 

d d
S V

V⋅ = ∇ ⋅∫ ∫A s A


d
S

⋅∫ A S


∇⋅ A

0

d
lim S

V V∆ ∆→

⋅
∇ ⋅ = ∫ A S

A 



23拉普拉斯算符∇2

如果要求梯度的散度，就要进行“∇·∇”的运算，∇·∇记作∇2，
称为拉普拉斯符，在直角坐标系下，按算符∇的定义

所以标量场Φ梯度的散度为

2 2 2

0 0 0 0 0 0 2 2 2x y z x y z x y z
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∇ ⋅∇ = + + ⋅ + + = + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
x y z x y z

( )

0 0 0 0 0 0

2 2 2

2 2 2

2

div grad

x y z x y z

x y z

Φ Φ

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ

Φ

=∇⋅∇

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + ⋅ + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

= ∇

x y z x y z



24矢量场环量
矢量场A在有向闭合曲线上的线积分

定义为矢量场A沿有向闭合曲线l 的环量。
环量是标量。
矢量场A中任一点M，在M点任取一个方向
n0，过M点作一微小曲面∆S，其法线方向与
n0一致。∆S的周界为∆l。n0和∆l构成右手
螺旋关系，计算积分， ，
这就是n0方向环量。
因为n0可任取，故从M点可计算出无限多个环量。这些无限多环量描述场在
M点的涡旋性质。

直角坐标系

环量面密度

M

n0

d
l

Γ = ⋅∫ A l


( ) ( )

( )
0 0 0 0 0 0d d d d

d d d

x y zl

x y zl

A A A x y z

A x A y A z

Γ = ⋅ = + + ⋅ + +

= + +

∫ ∫
∫

A l x y z x y z
 



d
l

Γ = ⋅∫ A l




25环量面密度
若矢量场A沿正∆l方向的环量∆Γ
与面积∆S在M点处保持以n0为法
线方向条件下，以任意方式缩向
M点时，其极限

存在，则称它为矢量场A在M处沿方向n0的环量面密度。

从环量面密度的定义可知，它是一个与方向有关的量。

空间给定点有无数个方向，每一个方向对应一个环量面密度。

( ) ( )0 0

d
lim lim l

S M S M
S S

S S
∆

∆ ∆
∆ ∆

∆Γ
∆ ∆→ →

→ →

⋅
= ∫ A l



或 或
环量面密度

M

n0



26旋度Curl A
矢量场A的旋度Curl A定义为

这就是说，矢量场A的旋度Curl A
在空间某一点给定方向的投影就是
该方向的环量面密度。
这跟标量场中梯度和方向导数之间的关系类似，梯度在某一方向投影就是该
方向的方向导数。
当n0 的方向与Curl A的方向一致时，得到最大的环量面密度。

旋度Curl A是一个矢量，其大小为最大环量面密度，方向为最大环量面密度
时面积元法线的方向。

环量面密度

M

n0

( ) 0 0

dl
Curl lim l

S S
∆

∆ ∆→

⋅
⋅ = ∫ A

A n 



27旋度Curl A
Curl A在x方向投影（或矢量场A在x方向的
环量面密度）为

矩形ABCD无穷小

C

BA

y

z

0

D
∆z

矢量场旋度在一个面积元上的计算

( ) 0 0

d
Curl lim yz

x

yz yzl

S
xS

∆

∆ ∆→

⋅
⋅ =

∫ A l
A x



( ) ( ) ( ) ( )
on on on onAB CD BC DAy y z zA y A y A z A z∆ ∆ ∆ ∆= − + −

( )
( ) ( ) ( ) ( )

on on on on

on on on on

 

0 0
0

0
0

d
Curl lim lim

lim

yz AB CD BC DA

BC DA CD AB

yz yz y y z zl

S y
x z

z z y y yz
y
z

A y A y A z A z

S y z

A A A A AA
y z y z

∆

∆ ∆
∆

∆
∆

∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆

∆ ∆

→ →
→

→
→

 ⋅ − + −
 ⋅ = =   
 

− −  ∂∂
= − = −   ∂ ∂ 

∫
0

A l
A x

0 0 0 0,   d d dyz y z yzA A y z= + = +A y z l y z

( ) ( )
on on on on

 
d

d d d d

yz

AB BC CD DA

yz yzl

y z y zABCD
A y A z A y A z

∆
⋅

 = + + − + −  

∫

∫

A l

∆y



28旋度Curl A

同理， A的旋度在y方向投影为

A的旋度在z方向投影为

由（CurlA）矢量在x、y、z方向的三个分量，故CurlA可表示为

( )  

0

d
Curl lim xz

y

xz xzl x z
S

y

A A
S z x

∆

∆ ∆→

⋅ ∂ ∂
⋅ = = −

∂ ∂
∫

0

A l
A y

( )  

0

d
Curl lim yz

yz yzl yz
S

x

AA
S y z

∆

∆ ∆→

⋅ ∂∂
⋅ = = −

∂ ∂

∫
0

A l
A x

( )  

0

d
Curl lim xy

z

xy xyC y x

S
z

A A
S x y

∆

∆ ∆→

⋅ ∂ ∂
⋅ = = −

∂ ∂

∫
0

A l
A z

0 0 0

0 0 0Curl y yx xz z

x y z

A AA AA A
y z z x x y x y z

A A A

∂ ∂   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − + − + − =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

x y z

A x y z

Curl = ∇×A A



29斯托克斯定理
对于有限面积S，如果将S分成无限多小矩形
面积元Sn之和；当∆Sn足够小时，根据旋度
定义，可得

右边即（ ）穿过面积S总的通量

而左边n个线积分，除了包围面积S的周边C以外，所有相邻面积元交界线的
线积分都抵消，故有

由此得到

这就是著名的斯托克斯定理，它表示矢量A沿闭曲线l的线积分（或环量）等
于A的旋度 穿过曲线l包围的面积S的面积分。

( )d
n

n n nl
n n

S
∆

∆⋅ = ∇× ⋅∑ ∑∫ A l A n


∇× A

( ) ( ) dn
n

S∆∇× ⋅ = ∇× ⋅∑ ∫A n A S

 
d d

n
n nl l

n
∆

⋅ = ⋅∑ ∫ ∫A l A l
 

( )d d
l S

⋅ = ∇× ⋅∫ ∫A l A S


∇× A

( ) 0 0

dl
Curl lim l

S S
∆

∆ ∆→

⋅
⋅ = ∫ A

A n 



30矢量场的分类
1.若矢量场A1的旋度 ，称其为无旋场。
无旋场可以表示为一个标量场Φ的负梯度

称Φ为A1的势函数，并称能有上式表示的矢量场
为有势场。无旋场也是有势场。
利用斯托克斯定理可以得出

满足上式的矢量场称为保守场，无旋场也是保守场。保守场中场量的线积分与
路径无关，即

2.若A2的散度 ，则称此矢量场为管形场，也称为无源场（此处是指散
度源）。无源场总能表示为另一个矢量场的旋度，即

3.若在给定区域，矢量场的散度、旋度恒为零，则称此矢量场为调和场。
调和场是指既无旋又无源的矢量场。

1 0∇× =A

1 Φ= −∇A

1 d 0
l

⋅ =∫ A l


1 2
1 1 1 2d d

l l
⋅ = ⋅∫ ∫A l A l

= ∇×2A F

2 0∇⋅ =A



31亥姆霍兹定理

一个矢量场的性质由激发场的源来确定。 

源有两个，一个是散度源（也称为通量源），另一个叫旋度源（也称
为涡旋源）。 

那么反过来，若已知一个矢量场的散度和旋度，能否唯一确定该矢
量场？答案是肯定的，这就是亥姆霍兹定理。 

亥姆霍兹定理：如果在体 V 内矢量场 A 的散度和旋度已知，在 V 的
边界 S 上 A 的值也已知，则在 V 内任意一点 A 的值能唯一确定。 

这一定理的证明略去。据此定理，可以将任一矢量场 A 分解为一个
无旋场与一个无源场之和，即 

 1 2= +A A A  

其中 A1是无旋场，A2是无源（散度源）场。 

( )

( )

( )
( ) 0

V

t

t

µ

ε

ε ρ
µ

∂
∇× = −

∂
∂

∇× = +
∂

∇ ⋅ =
∇ ⋅ =

HE

EH J

E
H


一个矢量场的性质由激发场的源来确定。


源有两个，一个是散度源（也称为通量源），另一个叫旋度源（也称为涡旋源）。


那么反过来，若已知一个矢量场的散度和旋度，能否唯一确定该矢量场？答案是肯定的，这就是亥姆霍兹定理。


亥姆霍兹定理：如果在体V内矢量场A的散度和旋度已知，在V的边界S上A的值也已知，则在V内任意一点A的值能唯一确定。


这一定理的证明略去。据此定理，可以将任一矢量场A分解为一个无旋场与一个无源场之和，即
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其中A1是无旋场，A2是无源（散度源）场。
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32矢量运算的几个恒等关系
根据以上定义，可得以下矢量运算的恒等关系

2( ) ( )∇× ∇× = ∇ ∇⋅ −∇A A A

( ) 0∇⋅ ∇× =A
0)( =Φ∇×∇

( ) ( ) ( )∇⋅ × = ⋅ ∇× − ⋅ ∇×A B B A A B

( )Φ Φ Φ∇⋅ = ⋅∇ + ∇⋅A A A

( )Φ Φ Φ∇× = ∇ × + ∇×A A A
1 2 2 1 1 2( )∇ Φ Φ = Φ ∇Φ +Φ ∇Φ

( )( ) ( )1 2 1 2
′∇Φ Φ = Φ ∇Φr r



33例1-10
在直角坐标系下证明 

2( ) ( )∇× ∇× = ∇ ∇⋅ −∇A A A   

解：等式左边按矢量运算规则可写为 

0 0 0( ) [ ( ) ( ) ( )]y yx xz z
A AA AA A

y z z x x y
∂ ∂∂ ∂∂ ∂

∇× ∇× = ∇× − + − + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

A x y z  

 

2 2 22 2 22 2

2 2 2 2

22 2 2

2 2

y y yx x xz z

yx z z

A A AA A AA A
x y x z y z x z x y y z

AA A A
x z z y x y

   ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂
= + − − − + − − +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 ∂∂ ∂ ∂

+ − −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

0 0

0

x y

z  

 ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0x y zA A A

x y z
 ∂ ∂ ∂   = ∇ ⋅ −∇ + ∇⋅ −∇ + ∇⋅ −∇    ∂ ∂ ∂    

x A y A z A  

 ( ) 2= ∇ ∇⋅ −∇A A  

( ) ( ) ( )× × = ⋅ − ⋅A B C B A C C A B*也可以从此推导


在直角坐标系下证明
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解：等式左边按矢量运算规则可写为
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34例1-11
设

证明（1） （2） （3）

（4） （5） （6）

解：因为

所以

0 0 0x y z= + +r x y z 222 zyxr ++=

r
r

∇ =
r

3∇⋅ =r
r

rr 22 =∇=∇⋅∇

3

1
r r

 ∇ = − 
 

r 0∇× =r 21 1 4πδ( )r
r r

∇⋅∇ = ∇ = −

222 zyxr ++=

0 0 0
r r rr
x y z r
∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂

rx y z

3x y z
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∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂
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r
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1 3 3 1 2r
r r r r r r r r

∇⋅
∇ ⋅∇ = ∇⋅ = + ⋅∇ = − ⋅ = − =

r r rr r
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35例1-11
设

证明

解：

由于

因为 ,  所以

0 0 0x y z= + +r x y z 222 zyxr ++=

3

1
r r

 ∇ = − 
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rn n

2
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4π δ( ) 4πV dV− = −∫ r 2 1 4πδ( )

r
∇ = − r



36第7讲复习
复习要点

– 算符∇既是矢量，又有微分运算功能。∇作用于一标量场Φ可得到
一矢量场∇Φ。 ∇作用于一矢量场A，如进行点积运算得到一标量
场∇·A，如果进行一矢积运算可得到一矢量∇×A。

– 标量场Φ的梯度gradΦ是一矢量，其模为最大方向导数，方向为场
最大变化率方向

gradΦ =∇Φ
– 矢量场A的散度divA反映矢量场的通量体密度，是一标量。divA= 

∇·A，矢量场A的旋度CurlA反映矢量场的环量面密度，是一矢量，
其模等于最大环量面密度，其方向为最大环量面密度时对应的方
向。CurlA = ∇×A。

– 运算恒等关系要记牢。

复习范围
1.5

∇

0d drΦ Φ=∇ ⋅ rd dΦ Φ=∇ ⋅ r
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